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本 文 主要 研究 各 类 周期 数列 的 周期 性 及 其 条 件 。 
全 文 以 不 动 点 方法 、 特 征 根 方法 为 工具 ， 以 复数 
Ga 次 单位 根 )、 和 矩阵 为 载体 ， 来 诠释 其 周期 性 。 


x 

周期 数列 因 其 优美 的 周期 性 常常 受到 高 考 和 竞赛 
的 青睐 。 话 不 多 说 ， 让 我 们 一 起 走 近 各 类 周期 数列 。 

定义 1， 对 于 数列 { jp } 若 存在 TEN*, 使 得 任意 
正 整数 n>N, 都 有 artn= an, 则 称 数列 { ，} 为 从 第 N 
项 起 的 周期 数列 ，T 为 它 的 一 个 周期 。( 为 方便 起 见 ， 
下 文中 的 T 均 指 最 小 正 周期 ) 
CD 来 看 第 一 种 数列 : 


定理 1: { an ) 满足 an= 2cos 9 .an-1-an-2 @ 其 特征 方程 
为 X=2cos 0。x -1， 大 该 方程 的 两 共 斩 虚 根 z，z1 惟 为 


T 次 单位 根 “ 即 [x-(cos 9 +sin 9 i)][x-(cos 9 -sin 9 i)]=0), 
则 数列 (an } 以 工 为 周期 。 

证 明 : 引 理 1: 线 性 递归 数列 满足 an=pan-1+qan-2 @， 
且 其 特征 方程 = px +9q 信 有 两 不 等 根 z、z1, 则 an 可 唯 
一 表示 为 an=A。znHB。zia(A ,B 为 待定 系数 )。 

简 证 : 由 各 与 韦 达 定理 知 ant1-zan=z1 (an 十 zan-D)= … 
=Z1" (al-za0) 全 ; 同 理 有 anrlzian=z" (al-z1a0) @ 
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这 样 ， 由 合 - @ 即 得 

an= (al-zao) zl” / (Zz1- 7)-(d1-z190)7z" / (Zz1- 72) 
又 “al、a0、 Zz1、ZzZ 为 常数 .. 引 理 1 证 毕 

由 引 理 1 得 an=Azr+Bzin @ (A ,B 为 待定 系数 ) 
又 …z，Z1 恰 为 工 次 单位 根 ，(〈 即 z =z1 =1) ， 
结合 书 式 可 知 

an +T= Aznz' +Bzinz = AzZ+BZ1"= An 

改 an 是 以 T 为 周期 的 数列 。 


n+T 


推论 1， 对 周期 为 工 的 上 述 数列 an 满足 人 =0 
证 明 如 下 : 先 看 


n-1 
ee 2 Ai 
引 理 2; 对 n 次 单位 根 入 有 (CX 关 1D: 和 1, 则 加” =0 
nl 1- 入 T 
简 证 : “入 关 ]， 入 T=1] .部 =1- 入 =0， 证 毕 。 


n+T n+T n+T 


本 ai 本 1 i 
于 是 11 = 人 © i=nt+ 十 B © i=n+l =0, .证 毕 


n+T 


反 过 来 看 ， 若 数列 a 满足 这 =0 (1)， 必 有 an 是 以 T 
为 周期 的 数列 。 


简 证 ， 由 (得 扣 -0 (，4)-(9) 即 得 anm=an 

有 反思: 上 述 过 程 以 复数 为 载体 ， 以 na 次 单位 根 的 周期 
性 来 诠释 数列 的 周期 ,其 中 结合 了 常用 的 特征 根 方法 ， 
有 效 地 解决 了 这 一 类 周期 性 问题 。 
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〇 下 面 看 一 个 数列 组 {an} ，{bn)} 它们 满足 如 下 条 
件 , an=a *an-l+b*bn-1 四 且 bn=c .an-l+d :bn-1 四 
(其 中 a=d= cos 0 ，b= -sin 9 ，d= sin 9 )， 我 们 来 探 
求 其 存在 周期 性 的 条 件 。 

思路 1: 对 于 @) 由 ， 可 考虑 消去 bn， 即 可 得 到 an= 


(atd) * an-1~(ad-bc)an-2, Bl] an= 2cos 0 。3an-1-3n-2 
马上 回 到 了 上 面 〇 的 问题 。 

这 里 采取 思路 2: 若 把 @@) 约 看 做 一 个 对 点 〈an，bn) 
的 变换 , 则 它 的 系数 对 应 看 逆 时 针 转 9 的 二 阶 窃 阵 A。 


ra bn 


定义 2:， 对 矩阵 A= “4 ， 若 存在 数 入 及 非 零 向 量 € 
-=(xoy)， 使 得 A = 入 5， 则 称 入 、 分 别 为 矩阵 A 的 特 
征 值 、 特 征 同 量 


rabn 


引 理 3: 对 和 矩阵 A= “和 ， 有 特征 值 X;， 入 ;为 
方程 X 2:- (atd)。 入 十 (ad-bc)=0 的 两 根 〈 此 处 虚 根 也 
视 为 有 特征 值 ) 。 
一 (入 -a) x-by=0 

简 证 ，…AE-XE .dy @ 
叉 "“ 《为 非 零 向 量 ( 即 @ 式 有 非 零 解 ) 

| XA-a b | 
1。 “4150 ,等 价 于 方程 X?- (ard) 和 十 (ad-bc)=0 
.…. 引 理 2 证 毕 。 


引 理 4: 若 和 1，， 和 :为 A 的 两 个 不 局 的 特征 值 ，& 1， 
< :分别 是 属于 特征 值 入 1!， 入 ;的 特征 癌 量 ， 对 于 任 

意 的 非 零 向 量 a ， 设 a=tei+tzes(t,tszER)， 

则 对 任意 nENt, 有 A"a=tiX"eittz 和 < 各 

简 证 : 有 反复 使 用 A £6= 入 6, 可 得 An 6= 入 n€ 

“as th SrtA" es Th 
.9| 理 3 证 毕 。 

转 回 本 题 ; ““a=d= cos0 ，b= -sin0 ，d=sin0 ，.. 
入 1， 入 ;为 x*- 2cos 0 。x+1=0 的 两 根 。 这 时 , 和 在 入 ，， 
入 :为 工 次 单位 根 ， 即 入 ,， = 入， =1 再 由 两 引 理 

处 理 @@， 令 a= (ak，bk) =t1 1+ts&。， 立 刻 有 
(ar+k，br+k) =A a=t1 和 NA1 E11t+t. 和 As E,=a= 

(ak, bk) 

.artt= ak，br+tx=bk ( 即 an, bn 均 为 以 T 为 周期 的 
数列 )。 

反思 : 既然 这 是 一 种 旋转 变换 ， 那 么 从 几何 角度 来 看 

也 很 直观 。 例 如 ，6 =60 "， 那 么 上 只 需 变换 6 次 即 可 会 

到 原 处 ， 这 样 易 知 T=6。 


、 et la bl 
回 关于 ,=2austp 的 周期 性 问题 探讨 (1: “10， 


米 
C Cn + d 


pd 关 0) 


定义 3: 对 f(x)， 硅 满足 f(x)=x， 则 称 x 为 f(x) 的 不 动 点 。 
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十 上 


> 人 


引 理 $; (不 动 点 方法 ) 数列 4 an=f(an-1) = 


b 
c*a,it+d 
f(x) 的 不 动 点 为 m,n (m 关 nn) ;那么 可 构造 数列 名 一 为 


1 
等 比 数列 ， 当 m=n 时 ， 可 构造 arm 为 等 差 数列 。 


加 到 原 题 由 引 理 4 得 = 全 整理 得 


cx+(d-a)x-b=0 设 两 根 为 m、n ，q= 生 守 


一 CH 


(Q 1 — (a cm) A (Q —m(a— cm) 
Te 9 一 一 一 一 一 一 一 
Cn 十 d Cl = (Qj 和 n)(a 和 cn) 


a, I 


QA 人 =0 a=B 则 am 为 等 差 数 列 ， 易 知 无 周期 性 。 
A 入 《0 由 韦 达 定理 mn=—2 mn= 生 人 m 与 n 是 共 斩 复 
数 

故 a-cm 与 a-cn 也 共 思 e 


设 a-cm=r(coso+isino) 


则 a-cn=r(coso-isino) 


To Sn) = nai dll 
a-cn rcosO-ising0) 


过 天 


-ra-1 ( 即 ago 为 有 理 数 ) 时 


2 克 
arg(gqg) $s 


故 |q|=1， 目 仅 当 


则 a, 有 周 期 T= 


arg(9) 


@@A>0 当 且 仅 当 q=-1 时 ， 周 期 T=2 


即 a-cm=cn-a ， 即 经 -w+rnr=24， 即 d=-a 


C* 


数列 4 = 富 2tb 的 周期 性 便 是 如 上 3 种 情况 。 


小 结 : 以 上 过 程 依旧 是 以 复数 为 载体 ， 并 通过 一 定 方 
法 求 出 通 项 公式 加 以 说 明 。 当 然 我 们 也 可 再 次 使 用 算 
阵 。 这 里 不 妨 再 次 对 四 加 以 说 明 : 分 两 步 


ra bn 


四 了 工 . 视 4 = 对 应 系数 矩阵 为 A= “4 ， 先 证 明 
命题 1，an+m-1 对 应 A". 采用 数学 归纳 法 ， 有 
QD 当 m=1 时 ， 由 条 件 知 成 立 

@ 假 设 当 m=k 时 (keEN*)， 命题 1 成 立 ， 


alkaQan 十 brk 
= 本 ak bi 


即 和 与 Ar = ek dx” 对 应 


ackanf+ dr 十 b 


akaun-Hbr (aaxrtbcr)antabxt+bdk 


CraAntdk 
则 当 m=k+1 时 , ant Td _(cartder)antcberddr 


rab、 ar br aak+bck abktbdk~ 


又 生生 A A = ed vekdr — ~caxrtdek cbxrtddx” 与 dn+k 的 系 
数 对 应 ，.… 成 立 .综合 由， 命题 1 得 证 。 


ra 0 


~0 a” 


1. 现在 只 二 证明 存 在 数 了 使 A 为 数量 矩阵 
同上 申 有 A 5= 和 AX 5， 入 ?- (atd)。 入 十 (ad-bc)=0 (其 
中 入 、E 分 别 为 矩阵 A 的 特征 值 、 特 征 问 量 )， 

此 时 当 入 =r(cos0+ising), 且 6=2r/T, 有 入 =r 。 


则 对 于 任 总 的 非 零 癌 量 a , 设 a=t1€1+t2&€:(ti,tt， 
ER), 则 有 A a=t1 和 1 Ett, 和 A, EE,.=tia Ei+t, 
入 za := a a 〈( 即 任意 的 非 零 向 量 a 经 矩阵 A 变 
换 T 次 后 ， 所 得 a a 与 a 共 线 

由 定义 知 ，A” 即 为 数量 矩阵 。 

于 是 ， 当 入 =r (cos 0+isin0), 且 0=2r7/T 时 ， 


an+T-"<aa =an ..an 是 以 T 为 周期 的 周期 数列 。 


edn-1? +aan-l+b 


四 下 面 我 们 又 把 wx = 所 as 拓展 为 5 - “ar 


CC 十 
e 〈an-I-K) ? 
为 求 通 项 ， 我 们 构造 ， -ke “ar 加 
展开 @， 并 比较 DO 系数， 得 联 立 @@， 
re=e 
| a=kc-2ek G@) 


b= tkd 由 出 有 k 为 (e-e) 民 +(a-d)ktb=0 xs 的 根 


即 k 恰 为 数列 中 的 不 动 点 , 设 男 一 根 为 j, 则 
Fe=e 


| a=jc-2ej © 


b= 六 +jd @ 使 方程 # 有 两 不 同 的 虚 根 ， 必 须 k-j 去 0 
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而 由 他 -@@ 知 ，(〈kr-j) (c-2e)=0 …c=2e 
又 As=Aao=(kc+d)” 须 令 其 <0 kj 共 斩 
再 由 An- j=e (dn-1—j) 四 / (cdn-1td) (7 GO 二 有 


n-1 


(awk) /Boj)=[ Car /Bm 1:=[ ak) / (arj) 

为 方便 说 明 ， 现 引入 定义 4 和 引 理 6。 

定义 4: 设 整 数列 {an}， 且 an(mod m) E [0，m-1]， 
我 们 称 { an (mod m) } 为 {am} 的 模 数 列 。 同 
样 的 ， 若 { an(mod m) } 为 周期 数列 ， 则 称 
{ dn } 为 模 周 期 数列 

引 理 6: ww=2 为 模 周期 数列 。 

证 明 ; w=22， 思 sw(modm) (nm 为 奇数 ) lm 为 偶数 时 只 需 

提出 2 变 为 奇数 即 可 ， 这 里 不 加 以 讨论 。) 

讨论 位 数列 的 周期 性 

存在 性 质 : 若 34、L， 满 足 bw=bu:s， 则 有 vx 满足 b=bi11, 妈 4 

为 好 的 周期 

1) 当 m=2+I(sN) 时 ， 有 人 刀 周 期 T=2k 

证 明 如 下 : 009 一 Oo 。 当 #m-D 时 ， 


所 以 可 设 : wmw= (2*+1) AT+CDEE 
当 2 为 偶数 时 ， Eh n-1=2rk( reN+) 时 ， 有 =byri=1 


大 


因为 + 的 任意 性 , 所 以 根据 已 知性 质 可 得 : {} 周 期 T=2k。 


9 


2) 当 m=2 -1(EsNw) 时 ， 有 他) 周期 T=k 
i CE 二 COx_1+DE 。 当 k(n-D 时 ， 


n-l n—l n-l n—l 
一 CI (2 -De +C (2 —1)* 《Di 二 +C5(2 —1)"0) 4 
下 本 天 


所 以 可 设 : mw= (2*-1) B+ 
因为 x- ， 所 以 可 得 n-1=rk(reN’*)， 所 以 b=bx =1 
因为 r 的 任意 性 ， 所 以 根据 已 知性 质 可 得 : 刀 周 期 T=k。 
3) (猜想 ) 当 m 不 是 以 上 两 类 的 奇数 时 ， 人 存在 周期 T=m-1 
(本 人 才 疏 学 浅 无 法 证 明 ， 此 结论 由 大 量 数 据 
总 结 得 出 ， 大 概 无 误 ) 
回 到 忌 题 : 


令 dn=(an-g /an-j), 又 ai-k 与 ai-j 共 斩 


各 qd1=(ai-k)/ ai-j) 是 m 次 单位 根 (mEN+ 月 m>1) 〈 即 
o" 三 | gq 关 1) 
又 “数列 bn 三 2”(mod m) 为 周期 数列 ， 


n-1 


2" = mkn+bn (knE Nx*) a. dn=q1” = on oa 

qn 也 为 周期 数列 ， 又 “ar 与 4 一 一 对 应 

.an 也 为 周期 数列 ， 周 期 性 与 bn 一 致 。 

上 总结: 中、 昌 和 曰 、 四 其 实 是 对 同一 数列 的 不 同 角 度 
的 分 机 ， 揭 示 了 存在 周期 性 的 本 源 ; 而 拓展 @ 
则 是 借用 了 模 周 期 来 体现 周期 性 。 由 于 能 力 有 
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限 ， 本 文 例 兴 的 都 是 简单 情形 ， 一 些 特征 方程 
为 融 次 的 并 未 涉及 讨论 。 


三 、 问 题 呈 现 
这 一 块 主要 是 呈现 研究 过 程 中 遇 到 的 无 力 解决 的 
问题 或 猜想 ， 也 在 这 里 和 大 家 分 享 。 
问题 1， 全 中 提 到 若 有 周期 ， 则 相应 的 -2 必须 满足 


2 元 r 2X 


“eq) 5， (9-1 〔( 即 asg 为 有 理 数 ) 才 行 。 


其 二 ， 是 否 任 意 二 次 方程 ax*+bx+c=0 的 虚 根 qi 、q，， 


«— 


其 一 ， 那 若 为 无 理 数 呢 ? 如 09=arg(@)= (V2/2) 7 
不 
| | 


均 满足 “9 为 有 理 数 。 

问题 2， 四 中 同样 用 了 和 矩阵， 可 就 是 不 直观 。 能 否 像 
加 一 样 找 到 直观 的 几何 解释 ? 

猜想 1: 类 比 推论 1， 我 们 猜想 全 中 的 数列 = 所 ae ， 


四 Cl d 


n+T 
di 


对 周期 为 T 的 上 述 数列 an 满足 类 似 关系 PP -1 
猜想 2: 注意 到 特征 根 方法 得 出 的 特征 方程 与 矩阵 方法 
所 得 的 特征 方程 如 出 一 徽 ， 故 猜想 两 者 存在 某 种 内 在 
联系 。 

猜想 3， 见 引 理 6 的 (3) 
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